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１．はじめに
　証明学習の改善へ向けての基礎的な研究の一環として、証明の学習を困難にしている要因を整理
することを継続してきた（牧野, 2014a, 2014b）。そこでは、認知的要因として、次のような証明を
記述するための知識の不足が指摘されている。定理や定義 （Senk, 1983; Moore, 1994; Furinghetti 
& Morselli, 2004）、言語的、視覚的な様式による例の生成と利用（Senk, 1983; Moore, 1994; 
Furinghetti & Morselli, 2004）、推論規則（Senk, 1983, 1985）、推論ストラテジー（Senk, 1983, 
Weber, 2001; Furinghetti & Morselli, 2004）、証明の書式（Senk, 1983）、証明の意味の認識（Senk, 
1985; Moore, 1994; Heinze & Reiss, 2004）、認知発達（Senk, 1989）、概念理解（Moore, 1994）。
　本稿では、これまでの基礎的な研究の継続として、数学教育学研究の証明分野での先行研究の成
果をもとに、証明の学習を困難性について整理することを目的とする。
　そのために、今年度に実施された「全国学力・学習状況調査」の証明に関する調査をもとに、我
が国の中学生の困難点を示すとともに、証明分野の先行研究の成果を整理する。
２．平成26年度「全国学力・学習状況調査」における証明に関する調査
２．１　調査問題の趣旨
　平成26年４月22日（火）に、「平成26年度全国学力・学習状況調査」が実施された。数学の「主
として『活用』に関する問題」（Ｂ問題）で、「図形の性質を、構想を立てて証明することができる
かどうかをみる」を趣旨とした問題が出題された。
　これまでの全国学力・学習状況調査では、証明の方針が与えられて、その方針に基づいて証明す
ることができるかどうかをみる問題が出されていた。しかし、今回のように、自ら構想を立てて証
明することに関する問題が出題されたのは、全国学力・学習状況調査では初めてである（国立教育
政策研究所教育課程研究センター, 2014）。
　なお、この問題と同一の場面の問題を数学A8で取り上げている。そこでは、AD=AEを証明する
ための方針について考え、着目する図形を指摘する問題が出題されている。
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図１：平成26年度全国学力・学習状況調査【中学校】数学B4（１）
 
図２：平成26年度全国学力・学習状況調査【中学校】数学A8
２．２　調査問題の結果
　文部科学省・国立教育政策研究所（2014）によれば、数学B4（１）の正答率は40.2%で、無解答
率は21.9%であった。それ以外は誤答で37.9%（うち、上記以外の解答は22.8%）であった。
　平成14年２月に実施された「平成13年度教育課程実施状況調査」でも、合同条件を用いて図形
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の性質を証明できるかどうかを見る問題が出題された。
図３：平成13年度小中学校教育課程実施状況調査中学校数学C8（２）
　この問題に対する中学校第２学年の生徒の正答率は37.0%で、無解答率は43.1%であった。この
結果と比べても、12年経った現在でも、中学生の証明に関する学習状況が改善しているとは言い
難い。
　数学B4（１）の解答類型を見ると、「根拠に誤りがある」誤答が8.5%で、「仮定として、結論を
用いる」誤答が4.2%、その他に「途中で止まっている」誤答や「結論を導いているが推論に飛躍
がある」誤答が合わせて2.5%であった。一方で、数学A8の正答率は76.4%で、無解答率は7.0%で
あった。
　このことから、辺の長さが等しいことを示すのに、その辺を含む２つの三角形に着目し、それら
の合同が言えればよいことを、多くの生徒はわかっていることがうかがえる。しかし、数学B4（１）
の誤答（上記以外の解答）には、「△ABDと△ACEにおいて」と、着目すべき２つの三角形を指摘
するにとどまっている解答があったことが報告されている。このことから、着目する２つの三角形
が合同かどうかを示せるかどうか鍵となることがわかる。
　これに対して、次の３つの事項について考える場面を設定することが考えられるとしている（文
部科学省・国立教育政策研究所, 2014, p. 71）。
　Ⅰ　結論を示すためには何がわかればよいか。
　Ⅱ　仮定からいえることは何か。
　Ⅲ　ⅠとⅡを結び付けるには、あと何がいえればよいか。
　また、証明の方針を立てるために、「結論を導くために何がわかればよいかを明らかにしたり、
与えられた条件を整理したり、着目すべき性質や関係を見出したりする」（文部科学省・国立教育
政策研究所, p. 113）活動に取り組ませることを提案している。
　上述した場面を設定し、証明の方針を立てるための活動に取り組むためにも、多くの知識が必要
になることが想定される。Knapp（2005）によれば、「学生は、証明に含まれる内容領域だけでなく、
論理の法則や演繹的推論に苦労する。また、学生は、論理的推論や証明過程を左右する「厳密さ」
を意識しないかもしれない。これらの困難だけでなく、証明の記述過程の問題、言語の問題が、最
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近の論文で議論されている。」（p.2）のである。
　次節以降では、証明の方針を立て、証明を構成する活動を妨げる困難点、そのような活動を遂行
するのに必要となる知識について先行研究の成果を整理する。
３．証明の観念
　Knapp（2005）は、生徒が持つ証明の観念は次のことで決定するとしている（p. 4）。
・どのようなものを妥当な証明と考えているか
・ある事実について、どのようなもので納得するのか
・証明問題に、どのようにアプローチするのか
・証明について、どのような価値を見出しているのか
・証明の構成要素は何かを、どのように決めるのか
　Moore（1994）によれば、大学生は、証明を手続き的であると知覚しているし、また、何のため
に証明をするのか、そのアイディアが限定的である。そして、Knapp（2005）も、Vinner（1983）、
Segal（1999）、そして、Raman（2003）の研究成果を取り上げて、学生の中には、証明の目的につ
いて、かなり狭く、断片的に捉えているとした。
　Vinner（1983）によれば、生徒は、正しいことを検証することと、証明することとを明確に区
別する。このように捉えている生徒は、証明することを、「納得させること」と捉えていると、
Vinnerは推測している。また、Segal（1999）は「納得させること」と「正しいことを確かめるこ
と」を区別し、人は、自分を納得させる一方で、自分が属するコミュニティに論拠を提出する際に
は正しいことを確かめているのである、と捉えている。しかし、学生は、実証的に正当化する際に
は、この２つの側面を明確に区別できるが、演繹的な推論を分析する際には、これらの側面を区別
できないとしている。さらに、Raman（2003）も「私的な聴衆」と「公的な聴衆」に区別し、証
明分野の熟達者と学生を比較した結果、学生は、「納得させること」と「正しいことを確かめること」
をばらばらに見るけれども、熟達者は、これらは絡み合っていると見なしていることを見出した。
そして、これらの学生は、バラバラに捉えている２つの側面を結び付けるアイディアに気付くこと
ができなかったことを報告している。
　また、Knapp（2005）によれば、学生は、証明の一般性についての理解が欠落している。Vinner
（1983）によれば、生徒は、たとえ一般性を示す証明をしたとしても、ある特殊な場合をまだ確か
められなければならないのではないかと感じるのである。例えば、学生にとって、代数的証明をし
ただけでは、妥当であると思っていないのである。
　しかしながら、学生は、教師から高得点をもらえる証明は、たとえその証明が正しくなかったと
しても、「代数的証明」であるということもわかっている（Healy & Hoyles, 2000）。これについて
は、Knuth（2002）も、学生は、証明が間違っていたとしても、代数的証明にかなり高い価値を置
いていたと報告している。ところが、大学１年生と２年生に調査をしたAlmeida（2000）によれば、
学生が明言した証明のアイディアは形式的な見方を支持していたが、彼らの証明実践をみると、そ
れとはかけ離れていた。つまり、学生は、形式的証明の必要性を理解できたとしても、彼ら自身の
証明実践において厳密さの要求を守ることはできない可能性が高い。
　また、Almeida（2000）によって、下位の学生は、形式的な証明（代数的証明）を、記号操作
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以上のものとみなすことができないことも指摘されている。つまり、学生は、個人的には、わか
りやすい、説明力のある証明を好むので、実証的で、ナラティブ的な証明を構成する（Healy & 
Hoyles, 2000）。これについては、Finlow-Bates（1994）も、大学１年生は、提示されたインフォー
マルな論述に価値があることは理解したが、実証的な論拠に基づく論述、あるいは例を伴う証明の
方が価値があると評価した、と報告している。つまり、Selden & Selden（2003）によれば、学生は、
証明として書かれていることを理解できるかどうかに価値を置いているのである。
　以上の先行研究から、Knapp（2005）は、学生が持つ証明の観念について次のようにまとめている。
・証明の目的を、検証することと、説明することの２つの側面があると捉える学生もいるが、多
くは証明の目的を狭く捉えている。
・学生の証明に関する概念イメージは、代数的、あるいは記号的操作の観念を含んでいる。
・学生は、インフォーマルで、わかりやすい方法で納得するが、形式的な証明の方が教師には好
まれることを認識している。
・学生は、証明として書かれていることを理解できるかどうかに価値を置いている。
・学生は、わかりやすい、説明力のあるものを価値があると評価し、実証的証拠によって納得す
る。
・学生が構成する証明は、通常、形式的なものではない。
４．科学的思考
　Heinzeら（2008）は、一つの証明を構成する過程では多くの側面が影響を与えているとして、
その一つにReiss & Heinze（2004）による「生徒の科学的思考の制約」を挙げている。
　Reiss & Heinze（2004）は、先行研究に基づいて、生徒の論述と思考過程は科学的推論になって
いないことを指摘している。例えば、生徒は、ある解答に対して蓋然的な論拠を見出すと、代替案
をテストせずに、その解答を受け入れてしまう。また、自分の考え（theory）を否定するような論
拠を探すことよりも、自分の考えを確かめることの方を好む。
　Reiss & Heinze（2004）は、このような生徒の科学的推論の実態を踏まえて、数学的証明の遂行
に影響を与え得る暗黙的な科学的な考え（theories）を同定するために、後期中等学校を卒業する
26名の生徒に対して、インタビュー調査を実施した。インタビュー調査では、次のような証明を
伴う幾何の問題を解決し、問題解決のステップを言語化するよう求めた。
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図４：生徒に提示された問題の一例
（Reiss, K., & Heinze, A. （2004）. Knowledge acquisition in Students' Argumentation and Proof 
Process. In G. Törner, R. Bruder, A. Peter-Koop, N. Neill, H.-G. Weigand, & B. Wollring（Hrsg.）, 
Developments in Mathematics Education in Germany. Selected Papers from the Annual Conference on 
Didactics of Mathematics, Ludwigsburg 2001. Göttingen: Universitätsbilbiothek. p. 111に掲載されてい
る調査問題を筆者が翻訳した。）
　Reiss & Heinze（2004）は、生徒による科学的な考えの特徴として、次の５つを明らかにした。
（１）中等学校レベルの生徒でさえ、自分の仮定を否定する証拠を生成できないかもしれない。し
たがって、これらの生徒は、問題解決過程において、ある論拠の誤りを立証するという科学
の作業の方法論を使うことができない。
（２）生徒は、自分の考え（theory）と実証的証拠とに矛盾があったとき、生徒は自分の考えでは
なく、証拠の方を修正するかもしれない。
（３）生徒は、たった一つの反例を受け入れらない。生徒は、たとえ反例が一つ示されたとして
も、自分の考えを支持する多くの実証的証拠を探す。
（４）生徒は、自分の考えをテストするのに相応しい実験デザインをほとんど開発しない。
（５）生徒は、たとえその時点で代替の仮説が十分に検討されていなくても、その代替の仮説をす
ぐに受け入れる傾向がある。
　この結果を受けて、Reiss & Heinze（2004）は、生徒の問題解決過程で、数学（あるいは数学的
推論）の原理がほとんど用いられていないという深刻な問題を指摘した。例えば、生徒は、数学的
推論は蓋然的な論拠によっては導かれないことに気づいていないし、解答へ導くかもしれない論拠
について議論できないのである。また、数学の問題に伴う困難は、基礎的な、宣言的知識の欠落に
起因するのではなく、方法論的知識の欠落に起因することも指摘している。すなわち、生徒は、数
学的に論じるプロセスで必要となるルールに馴染んでいないし、それらを全く知らないのである。
そのため、問題解決にそのルールを適用することもできないのである。
　最後に、Reiss & Heinze（2004）は、Schoenfeld（1992）による数学的認知の５つの側面（基に
なる知識、問題解決ストラテジー、自己規制とモニタリング、信念、そして慣習的実践）を用い
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て、生徒の数学的認知について考察している。
　・生徒は個々バラバラであるが、十分な知識を構築している。
　・問題解決ストラテジーに関する知識が欠落している。
　・生徒は、自己規制やモニタリングを利用できていない。
　・生徒の信念や科学的推論は不適切である。
　・ 数学の授業が、スモールステップの問題解決に終始し、問題の全体論的な見方を育成すること
を妨げている。
５．おわりに
　本稿の目的は、証明の学習を困難性について整理することであった。中でも、今回は、生徒が証
明をどのように捉えているのか、生徒が科学的思考をどのように遂行しているのかを取り上げて、
それぞれの観点について、生徒の特質を整理した。生徒が「未完成な証明」を生成する要因を分析
するにあたって、その分析枠組みを構築するのに資する情報を得ることができた。
　今後は、これまでの全国規模の調査における証明に関わる調査結果について整理することと、証
明に関する生徒の行動（証明シェマ）についての研究と数学的概念の認知発達と証明のパフォーマ
ンスの関係についての研究についての成果を整理することが今後の課題である。
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